10.

1. munkalap

Tehetséggondozo feladatsor matematikabol

Meg lehet-e adni hét olyan pozitiv egész szamot, hogy mindegyikiik pontosan harom masik
szammal legyen paronként relativ prim?

a) Szerkessz hat pontot, hogy mindegyik pont épp 3 masiktol legyen 3 cm tavolsagra!
b) Megoldhaté-e a feladat hét ponttal is?

Oldd meg az egyenletet a pozitiv egész szamok korében:
x*=y* +10736

Igazold, hogy ha x, y és z valds szamok koziil pontosan egyik szam kisebb 1-nél, akkor
fennall a kdvetkezd egyenldtlenség:
X+Y+Z+Xyz<1+Xy+XZ+Yyz

Az ikozaéder olyan 20 lapu test, melynek minden lapja szabalyos haromszog, s minden
csticsaban 6t szabalyos haromszog talalkozik.
a) Ha véletlenszeriien kivalasztjuk a test két csucsat, mekkora az esélye, hogy az éket
0sszekoto szakasz a test belsejében halad?
b) Ha véletlenszerlien kivalasztjuk a test két élét, mekkora az esélye, hogy kozos
valamelyik végpontjuk?

Melyik az a masodfoku fiiggvény, melyre f(—3)=—-17, f(2)=22 ésf(5)=-97?

Bontsuk a lehet6 legtobb (legalabb els6foka) polinom szorzatara:
XlZ _1 —

A mellékelt abran lathato, négyzetekbdl allo sikidomot vagjuk szét
négy egyenes vagassal ugy, hogy a keletkezd részekbdl egyetlen
négyzetet lehessen Osszeallitani!

Két kor kozéppontja az O1(3; 3) és az O2(-5; -1) pont. A korok metszéspontjainak egyike
az X, a masik az y tengelyen van.

a) Szerkessziik meg a koordinata-rendszert, a két pontot és a koroket!

b) Irjuk fel a két kor egyenletét!

Egy 25 cm magassagu, szabalyos négyoldalu gula alaku edény teljesen zart, benne folyadék

van. Ha a talpara allitjuk, akkor X cm magassagban, ha a csucsara allitjuk, akkor y cm

magassagban all benne a folyadék. Igazolja, hogy x és y szdmok koziil legalabb az egyik

irracionalis!

e A megoldashoz hasznalhat6 a Wiles-Fermat tétel: Ha n>3 és a, b, ¢, n pozitiv egészek,
akkor soha nem teljesiilhet az a" +b" =c" egyenldség. (Pierre de Fermat-nak ezt a
XVII. szazadban megfogalmazott tételét 1993-ban igazolta Andrew Wiles.)



Négylépcsos segitség a feladatok megoldasahoz, megbeszéléséhez

. Iépcsod: a feladat pontos megértését segiti, a feladatban szerepld fogalmak értelmezése
Il. 1épcsd: indito Gtlet, specidlis esetek vizsgalata, hasonlo feladat keresése

I11. 1épcso: 1ényegi Otletek, a megoldas rovid vazlata

IV. 1épcsd: a megoldas elemzése, 6tlet tovabbvitelének lehetdsége

1. feladat

I. Nézd meg a relativ prim fogalmat, adj példakat relativ primekre, hét probaképp valasztott
szam kozt jelold a relativ primeket!

II. Nézd meg az (iranyitatlan) graf fogalmat, a fokszam fogalmat! Graffal abrazold hét
probaképp valasztott szam koziil a relativ primeket! Kisérletezz, lehet-e minden cstcs 3
fokszamu!

III. Létezik egy grafelméleti tétel a csticsok fokszamainak Osszegére vonatkozoan. Probald
alkalmazni a tételt a relativ primeket jelz6 grafra!

IV. Hany szam esetére lehet megoldani a feladatot? Konstrualj megoldast 8 szam esetére!?

2. feladat

I. Megfelel az a) rész feltételeinek egy szabalyos haromszog harom cstcsa és harom
oldalfelezSpontja? Es egy szabalyos hatszog hat csticsa? Es ha az egyik csticsot a hatszog
kozéppontjara cseréled? Mi miatt rosszak e példak?

II. Egyszerisitsd a feladatot! Csak azt a grafot rajzold meg, amelyben a 3 cm-re levo pontok
vannak 6sszekdtve! Létezik ilyen graf?

I11. Ha talaltal tobbféle megfeleld grafot, probald azoknak megfelelden elhelyezni a pontokat!
egyik modon sikeriilni fog. (Ne feledd, hogy ha harom cstlics paronként 6ssze van kotve,
az szabalyos haromszoget kell megadjon!)

IV. Most nézd meg az 1. feladatot és kdvetkeztess az ott szerepld grafelméleti tételbdl a b)
rész megoldhatdsagara! Probalj egységes megoldasi modszert keresni 2n db pont esetére!

3. feladat

I Ird fel az elsé néhany pozitiv egész negyedik hatvanyat! Probald az egyenletet dtrendezni!

II. A megfeleléen atrendezett egyenlet baloldalat szorzatta alakithatod. A jobboldalt
primtényezdkre bonthatod.

III. Az egyenlet jobboldalanak szorzatalakjaban és a baloldal primfelbontdsaban probalj
megfeleld tényezdket parba allitani! Vedd figyelembe, hogy egész szamok Osszege és
kiilonbsége milyen paritasu (parossagu) lehet!

IV. Mi garantalja, hogy egyértelmiien meg lehetett oldani a feladatot? Cseréld ki a 10736-ot
ugy, hogy tovabbra is csak egy megoldas legyen lehetséges!

4. feladat

I. Probald ki, igaz-e az egyenldtlenség néhany szdmharmasra! Probalj olyan esetet talalni,
melyre egyenldség 4ll fenn!

II. Probald az egyenletet atrendezni! Keress olyan atrendezést, melyet tovabb lehet alakitani.

II1. Nullara rendezve az egyenletet, probald meg a tuloldalt szorzatta alakitani! Ha nem megy,
csak az egyik rész¢ébdl probalj kiemelni — példaul az x-es tagokbol x-et. Kovetkeztess
eldjelre feladat feltételébdl és a szorzatalakbol!

IV. Mikor igaz az egyenldség? Igaz-e az allitas megforditasa?




5. feladat

L. Probald kiszamolni, hdny cstcsa és hany ¢éle van az ikozaédernek! Szdmold 6ssze az egyes
lapokon levd csucsokat, és az Osszes oldalakat, gondold at, hany esik egybe, s ebbdl
kovetkeztess, hany lap és csucs lehet! Eredményeidet ellendrizheted a
fliggvénytablazatban vagy az Interneten is.

Il. Fogalmazd at, mit jelent az, hogy két csucsot 6sszekotd szakasz a test belsejében halad! A
keresett valoszinliségek szamithatok klasszikus valosziniiségi mezé segitségével? Mit
jelent ez, mit kell ilyenkor 6sszeszdmolni?

III. Hatdrozd meg az Osszes esetek szdmat az a) és a b) esetben is! Szamitsd ki, hanyféleképp
lehet két csucsot, illetve két élet kivalasztani. Az a) esetben hasznald ki, hogy a
kedvezotlen esetek €pp a test €lei! A b) esetben azt kell megmondani, hanyféleképp lehet
kozos csucsu éleket kivalasztani. Ha ezt egy csucsnal kiszamolod, elég a csticsok
szamaval megszorozni.

IV. Tedd fel ezt a két kérdés tetszéleges egy mas test esetében is! Mennyiben volt specialis
ez a test, miért volt konnyl itt a szamolds? Tudod altalanositani a masodik valaszodat
tetszOleges test esetére?

6. feladat

I. Rajzold be a grafikon megadott pontjait egy koordinata-rendszerbe! Mit jelent az, hogy
masodfokl egy fiiggvény?

I1. Milyen hozzarendelési szabalya van egy masodfoku fiiggvénynek? Milyen adatokat kell
kiszamolni, hogy megkapjuk a fiiggvényt? Itt tobb valasz is lehetséges. Melyikkel
legegyszeriibb szamolni?

1. frd fel egy- egy egyenléséggel, mit jelent az, hogy egy y=ax? +bx+ c hozzarendelési
szabalyll masodfoku fiiggvény megadott X értékeihez a harom megadott y érték tartozik!
Egy haromismeretlenes egyenletrendszert kapsz, oldd meg!

IV. Barmely y tengellyel parhuzamos tengelyli parabolat egyértelmiien meghataroz harom
pontja? Meg lehet-e adni harom pontot tigy, hogy ne legyen megoldas?

7. feladat
I. Milyen szorzatta alakitasi modszereket ismersz? Gondold at, melyeket lehet itt alkalmazni!
. Az a®—b® és az a® —b%azonossagokkal egyarant elindulhatsz. Melyikkel tudsz
tovabblépni? Bonts tovabb, amig tudod hasznalni valamelyik azonossagot a kettd kozil!

I11. Egyetlen negyedfoku tényezd maradt, (X4 —x? +1), probald kivonassal kiegésziteni teljes

négyzetté! Megfeleld kivonassal a’ —b?

négyzetgyoktol...)

IV. Vizsgéald meg az eredményt! Ha a II. I[épcsében megadott masik azonossaggal indulnal el
a bontassal, akkor bizonyos tényezdket nem lehetett tovabb bontani. A végeredmény
ismeretében azokat is bontani tudod, érdekes felbontdsokat kapsz! A III. 1épcsd

eredménye is tovabbgondolhato: a modszerrel minden x* + px® +q alak(i negyedfoku

ismét alkalmazhatd. (Ne ijedj meg a

kifejezést masodfoku tényezokre bonthatsz.

8. feladat
I. Lehetséges-e, hogy minden vagast a racsvonalak mentén kell megtenni? Probalkozzal!
I1. Mekkora legyen a keletkez6 egyetlen négyzet X oldala? Szamolj a tertiletb6l! Ne ijedj meg
a négyzetgyoktol :)
I1l. Elvagva az eredeti sikidomot, derékszogei elforgatva ,,0sszepasszolnak”. Tehat
derékszogli haromszogek atfogdjaként meg lehetne valdsitani az elébb kiszamolt X
négyzetoldalt. Keress olyan derékszogli haromszdget, melynek befogoi egészek, atfogoja



pedig X egységnyi! Ha le tudsz négy ilyen haromszoget vagni, szinte készen vagy, mert
az x atfogok lesznek az atdarabolassal kapott négyzet oldalai.

IV. Figyeld meg, hogy a megadott sikidom egy 5x5-0s és egy 3x3-as négyzetre is
feldarabolhatd! Két mas méretli egész oldalu négyzetet egymas mellé ,,forrasztunk™.
Ezzel a sikidommal is feladhatjuk ugyanezt a feladatot? Kisérletezz, kovetkeztess!

9. feladat

I. Szerkessz koordinata-rendszert! Szerkeszd bele a korkdzéppontokat! Vézlatosan rajzold
meg, koriilbeliil hogyan helyezkedik el a keresett két kor!

II. A metszéspontokat nem ismerjiik, de tudunk olyan geometriai transzformaciot, mely egyik
pontot a masikba viszi. Mi ez a transzformaci6é? Alkalmazd a transzformaciot az x tengely
egyenesére!

III. Az elobbi modszert (X tengely tiikrozése az 0102 egyenesre) utanozd szamitassal is. Egy
egyenes tiikorképe két pontjanak tikkorképével megadhaté. ird fel a metszéspontok
koordinatait, s a keresett korok egyenletét.

IV. Figyeld meg, hogy egy transzformacioval megoldhat6 szerkesztési feladatot meg tudunk
oldani szamolassal, ha utanozzuk a szerkesztést. Az eltolas, k6zéppontos tiikrozés és az
elforgatasok koziil melyiket lehet egyszeriien utdnozni? Ezzel az 6tlettel készits hasonlo
feladatot!

10. feladat
I. Ismerd meg a Wiles-Fermat - tételt! Behelyettesité probalgatassal értsd meg, mit mond ki!
Készits abrat a glarol!
II. Irj x helyére valamilyen konkrét szamot! Probéld kiszamolni az y-t! Milyen geometriai
tételeket hasznalhatnal?
I11. Figyeld meg, hogy a talpara és a csucsara allitott gila esetén is az eredeti giilahoz hasonlo
a levegd-gula és a folyadék-gula! A hasonld testek térfogatara vonatkozo tétellel

Osszefiiggést talalhatsz X és y kozott. Ha x-et €s y-t racionalis alakba irod, ( X = P s y=—
g S

, ahol p, g, r, és s egész szamok) atszorozva épp a Wiles-Fermat — tétel egy esetét kapod.

IV. Legyen altalanosan egy talpara allitott gulaban a magassag A részéig a folyadék, a
csucsara allitott galdban p részéig. frj fel 6sszefiiggést A és p kozott! Milyen nevezetes
tételhez hasonlit? Meg tudnad fogalmazni e térbeli tétel sikbeli megfeleldjét?

Pierre de Fermat Andrew Vivles



2. munkalap

Poli¢derek, szabalyos és feligszabalyos testek

Ezen a munkalapon poliéderekrol lesz szo, azaz olyan testekrdl, melyeket sokszoglapok
hatarolnak. A sokszogeket a test lapjainak, csucsaikat a test csucsainak, oldalaikat pedig a test
¢leinek nevezziik.

Minden poliédercsticsban legalabb harom sokszog cstlicsa talalkozik , s a poliéder minden ¢éle
két-két sokszog kozos oldala.

M1 1. Létezhet-e olyan poliéder, melyet tizenhét haromszoglap hatarol?

M12. Egy kisvallalkozo szabdlyos négyoldalu gula alaku ajandéktargyakat készit, s hat
kiilonbozo szinii festéket vesz, hogy a guldkat befesse. Hany kiilonbozo szinezésii gulat
készithet, ha minden oldalt egysziniire fest, és az élben szomszédos lapokat eltérd sziniire
festi? Két szinezést azonosnak tekint, ha egyikbol a masik megkaphato elforgatds, mozgatdas
segitségevel. (A szabalyos négyoldalu gula olyan poliéder, melynek egyik lapja négyzet, a
tobbi négy éle pedig egyenlo. )

M13. Igazoljuk, hogy egy konvex poliédercsicsnal talalkozo szogek dsszege 360°-nal kisebb!

A konvex poliederekre igaz Euler tétele: Lapok szama + Csticsok szama = Elek szama + 2
Roviden: L+C=E+2 . Ez példaul a kocka esetében a 6+8=12+2 igaz egyenldséget adja.

Egy poliédert akkor neveziink szabalyos testnek, ha lapjai egybevagd szabalyos sokszogek, s
barmelyik két csucsanal "ugyanolyan fajta" szdgek keletkeznek (Iétezik barmelyik csucsot a
beldle induld félegyenesekkel egylitt barmelyik masik csucsba vivd térbeli egybevagosag).
Vizsgaljuk meg, ezek milyen testek lehetnek! Legaldbb harom szabalyos sokszognek kell
talalkoznia egy cstcsban, s az egy csucsban taldlkozo6 szogek dsszegének az M3 kérdés alapjan
360°-nal kisebbnek kell lenni. Ezzel lesziikiilnek a lehetéségek:

e A szabalyos haromszog minden szoge 60° , ezért ha egybevago szabalyos
haromszogekbdl készitiink szabalyos testet, a test egy csucsaban harom, négy vagy 6t
lap talalkozhat. (Hat darab mar M13-nak ellentmond!)


http://slc.pszk.nyme.hu/mod/resource/view.php?id=69

e A négyzet minden szoge 90° , ezért a test egy csticsaban csak harom négyzet
talalkozhat. (Négy darab mar M13-nak ellentmond!)

e A szabalyos 6tszog minden szoge 108° , ezért a test egy csucsaban csak harom ilyen
talalkozhat. (Négy darab mar M13-nak ellentmond!)

e Az 6tnél tobb oldalt szabalyos soksz6g minden szoge legalabb 120° | ezért a test egy
csticsaban M 13 miatt még hadrom sem talalkozhat, kettd esetén pedig nem poliédert
kapunk.

A lehetséges esetek tehat:

Hény oldali szabalyos sokszdg | Egy csucsban hany sokszdg talalkozik
3 3
3 4
3 5
4 3
5 3

Nézziik az elso esetet! Jelolje X a lapok szamat! Ekkor az X darab haromszdglap csucsainak
szama 3X, de egy csucsban harom lap talalkozik, ezért ezt harommal osztani kell, igy kapjuk a
poliéder csucsai szamat: X. Az X darab haromszoglapnak 3x darab oldala van, a poliéderben két-

két haromszogoldal talalkozik egy élben, ezért a poliéder éleinek szama: 37)(

Az Euler-tételbe a kapott képleteket beirva a kovetkez6 egyenletet kapjuk: X+ X = 3?)( +2

Ennek megolddsa x=4 .Tehat megkaptuk, hogy ha létezik a fenti tablazat elsé soranak
megfeleld test, akkor annak négy lapja kell legyen. A fenti okoskodéasbol adodo képletek szerint
a csucsok szama is 4, az ¢leké pedig 6.

Ilyen test valoban 1étezik, a neve szabalyos tetraéder.

M14: Szamitsuk ki a fenti modon, hogy a tablazat tobbi soraban levo esetek hany lapu, hany
élii és hany csucsu testeket adnak!

Az alabbi eredmények jonnek ki, mindegyik kapott test 1étezik:

Hany oldala Egy csucsban Lapok | Csticsok Elek Neév
szabalyos sokszog | hany taldlkozik | szama szama széma

3 3 4 4 6 szabalyos
tetraéder

3 4 8 6 12 oktaéder

3 5 20 12 30 ikozaéder

4 3 6 8 12 kocka (hexaéder)

5 3 12 20 30 dodekaéder

E testeket platoni testeknek is szoktak nevezni.

M15a gytijtémunka: Keresd meg az elnevezés eredetét, gyiijts torténeti anyagot, mit
jelképeztek régen e testek!

E testek sok érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek. Egyik ilyen tulajdonsaguk a dualitas.
M15b gytijtomunka: Mit jelent e testek esetében a dualitas? Mely testek dualisai egymasnak?
Igen érdekes e testek térbeli szimmetridit vizsgalni.

MG6: Hany olyan térbeli egybevagosagi transzformacio van, mely egy dodekaédert onmagaba
visz? Ezek kozt hany sikra vonatkozo tiikrozés van?



Ehhez a témarészhez kapcsolodik az F5 feladat is.

Ujabb testeket kaphatunk, ha megengedjiik, hogy a lapjaik legaldbb kétféle szabalyos sokszog
koziil keriiljenek ki, melyeknek oldalai ugyanakkordk, de a poliéder cstcsaira vonatkozé
megkotést meghagyjuk. Ezeket a testeket féligszabalyos testeknek vagy arkhimédeszi
testeknek nevezziik. (Kivétel: prizmadkra és antiprizméakra nem hasznaljak e kifejezést, pedig a
fenti definici6 igaz rajuk.) (Nevezik még a most definialt testek dualisait is féligszabalyos
testeknek - ezek bemutatasa itt nem célom.)

M17a gyujtomuka: Keresd meg az elnevezés eredetét, gytijts torténeti anyagot e testekrol!
MI17b gyujtomunka: Milyen poliédereket neveznek prizmdknak és antiprizmaknak? Mi a
Schdfli-szimbolum?

Szeretnénk egy olyan féligszabalyos testet késziteni, melynek minden csticsaban két szabalyos
hatszog és egy négyzet talalkozik. Szamitsuk ki, hogy létezik-e ilyen test, s ha igen, hany
négyzet ¢és hany hatszog kell hozza!

Jelolje x a sziikséges négyzetek, y a hatszogek szamat! A lapok szama X+Y. A poliédercsucsokat
Osszeszamolhatjuk Uigy, hogy a négyzetek Osszes csucsainak szamat tekintjiik: 4x , de agy is,
hogy a hatszogek 0sszes csucsainak szamat elosztjuk kettével, mert egy poliédercsucsban két

hatszogcsucs "olvad Ossze": G?y =3y
A poliéderélek szama (mivel két-két sokszogoldal felel meg egy poliéderélnek) az Gsszes

sokszogoldal szamanak fele : 4x+by

= 2x + 3y . Ezutan felirhatjuk az Euler-tételt és a csticsok

szamara vonatkozo két képletet, igy egy egyenletrendszert kapunk:

(x+y)+(4x) = (2x +3y)+ 2}
4x =3y

Az egyenlet megoldasa X=6 és y=8. Tehat ha 1étezhet ez a test, 6 négyzetbdl és 8 hatszogbal all.
A kapott eredmény csak sziikséges feltétel (Tudjuk, hogy a féligszabailyos testek korében az
Euler-tétellel kapott sziikséges feltétel elégséges is a 1étezéshez). Ime a test, neve csonka
oktaéder:




M18: Szamoljuk ki az Euler-tétellel, létezhet-e olyan féligszabalyos test, melynek egy csucsdaban
4 szabalyos haromszog és 1 négyzet taldlkozik? Ha igen, mennyi négyzet- és mennyi
haromszoglapja lehet?

M19: Szamoljuk ki az Euler-tétellel, létezhet-e olyan féligszabdlyos test, melynek egy csucsdaban
1 négyzet, 1 szabdlyos hatszog és 1 szabdlyos tizszég taldlkozik? Ha igen, mennyi négyzet-
mennyi Otsz6g- és mennyi tizszoglapja lehet?

M?20: Keresd ki (akar a fiiggvénytabldzatbol) a szabdlyos testek beirt gombjének sugarat, a
felszinét és a térfogatat! Keress osszefiiggest e harom adat kozétt, altalanositsd és igazold a
talalt tételt!

Kapcsolodo anyagok, weboldalak:

http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%Allyos test

http://hu.wikipedia.org/wiki/Arkhim%C3%A9deszi testek
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http://hu.wikipedia.org/wiki/Szab%C3%A1lyos_test
http://hu.wikipedia.org/wiki/Arkhim%C3%A9deszi_testek

3. munkalap
Excel-matek

Tobbszor eléfordult velem, hogy matematikai jellegli problémam akadt, melynél nem volt
sziikség a megoldas levezetésére, csak magara a megoldasra. Ilyen esetekben tobbszor nytltam
informatikai eszk6zokhoz. Mas alkalommal csak sokat kellett volna szamolnom, s emiatt
szorultam a szamitogép segitségére. Az ilyen jellegli problémak esetén jol hasznalhato
matematikai szoftver a Maple, a GeoGebra vagy a Derive, de ezeket fel kell tolteni gépiinkre,
s hasznalatukat meg kell tanulni, hogy hasznukat vehessiik. Néhany egyszerti problémaban a
jol ismert tablazatkezel0 -esetiinkben az Excel- is segithet. Errdl lesz sz6 ezen a munkalapon.
Aki nem jaratos az Excelben, a segédletek elolvasasa utan az is megprobalkozhat a feladatokkal
- nem is mindegyikhez kell szamitogép!

3 Microsoft Excel - fliggvények.xls
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I. Egy alkalommal didkoknak kellett geometriai feladatokat feladnom, s szerettem volna, ha
egy haromszog oldalai egészek és a haromszdog teriilete is egész. Az egyszeriiség kedvéért ehhez
két olyan derékszogli haromszdoget kerestem, melynek oldalai egész szamok s az egyik
befogdjuk egyenld és paros.

o M2la: Miért oldja meg a gondot két ilyen derékszogii haromszog?

e  M21b: Vajon minden "egész oldalu" és egész teriiletii haromszog eloall a keresett tipusu
keét derékszogii haromszégbdol?

Pitagorasz tételét alkalmazva pozitiv egész megoldasokat kerestem az a?+b?=c? egyenletre. E

feladat  pozitiv egész megoldasait pitagoraszi szamharmasoknak nevezzik.

Ismerem a moddszert, ahogyan pitagoraszi szdmharmasokat kaphatok: veszek két pozitiv

egészet, melyet m-mel és n-nel jelolok, s ugy valasztom Oket, hogy m>n teljesiiljon.

A két befogot a kdvetkezd két képlet adja:a=2mn , tovabba b= m?-n?, az atfogd pedig: c= m2+n?

o M22a: Igazoljuk, hogy az igy felirt oldalhosszak valoban derékszogii haromszoget adnak
meg!

o M22b: Mely m és n értékek esetén lesz a haromszog oldalhosszainak legnagyobb kézos

osztoja 1? e L

o M23: Igazoljuk, hogy barmely 2-nél nagyobb pozitiv egész 2/ 1.4 3|5
szam szerepel befogokeént valamelyik pitagoraszi 316 810
szdmhdrmasban! 3 2142) 5 113
Szerettem volna, ha az Excel kiszdmol sok pitagoraszi szamharmast. B Al e
’ priag 4 216 12 20

Az elsé két oszlopban szerettem volna a sorban kovetkez6 m és n 4 324 7 25
ertekeket latni, az utdna levd oszlopokban pedig az a, b és ¢ g 1 g 24 25
haromszogoldalakat. Ehhez az m=2 és n=1 esetet beirtam, majd 6t g5 2 259 21 29
megfeleld képletet irtam az alatta levd sorba, aztan ezt a képleteta 5 3 30 16 34
101. sorig lemasoltam, igy a képen lathato tablazat keletkezett. 5 4 40 9 M
6l 1112|35]|37

RO2 24 240



. M24: Készitsd el az eldzb tabldzatot! Az Excel AlB|c| D | E |
kovetkezd részeit haszndld hozza: alapmiiveletek, relativ 1 | a b ¢ Testatld Egész-e?
hivatkozds, HA fiiggvény. (Ha nem vagy tisztdban ezek 23 2 1 3741657  nem
miikédésével, olvasd el az Excel-segitség fajit!) 34 2 1 4582576 nem
414 3 1 509902 nem
. M25a: Kerestess az Excel-lel olyan téglatesteket, 222003851551 nem
] oe qepe g o1 , , , b |5 2 1 5477226 nem
melynek élei kiilonbozo n-nél kisebb egész szamok és 215 31 591608 g
testatloja is egész! Legyen n=11 (Lasd az dabrat"). Bl 5313 6,%64414 s
. M25b: Hogyan fiigg n-t6l a sziikséges sorok "g |5 4 1 B480741  nem
szama? 10|5 4 2 6708204 nem
1|5 4 37071068  nem
II. Egy masik alkalommal harmadfoku egyenletet 12|62 1 6403124  nem
kellett volna megoldanom kozépiskolas szinten. Ehhez 13 |6 3 1 678233  nem
tudtam, hogy ha megtalalok egy gyokot, akkor eggyel ~ 14/6 3 2 7 IGEN
alacsonyabb (tehat masod-)foku egyenletre vezethetem _12_ E ‘j l _}7;‘2!:!83:'111: nem

vissza a feladatot. Ennek modszere a polinomosztas,
amit itt bemutatok. Ha példaul a

X3+ x%— 72 x + 180=0
egyenletrdl feltételezziik, hogy harom egész megoldasa, van, akkor azok oszto6i kell legyenek
a konstans tagnak.

e M?26: Igazold, hogy ha egy harmadfoku polinom minden egyiitthatdja egész és harom
egesz zérushelye (gyoke) van, akkor a konstans tagnak mindharom gyok osztoja!

A fenti egyenlet esetén konnyen rabukkanhatunk az x=3 gyokre (az Excel segit ebben!). A
polinom felirhato kell legyen (x-3)-p(x) alakban, ahol p(x) egy masodfoka polinom.

e M27: Igazold, hogy ha egy harmadfoku polinomnak gyoke g, akkor a polinom felirhato
(X-g)'p(x) alakban, ahol p(x) egy masodfoki polinom!

A feladat tehat az, hogy x3+x>—72x+180=(x—3)p(x)  alakba irjuk a polinomot. A
polinomosztds modszere leolvashatd a kovetkezd két abrarol, az altalanos iskolai irasbeli
osztast kell utdnozni, annyi kiilonbséggel, hogy egy kapott hanyadost mindig vissza kell
szorozni ¢€s az osztandd megmaradt részebdl le kell vonni. A polinomok esetében a hanyados-
polinom kovetkezd tagjat mindig az osztandobol maradt rész és az osztd legmagasabb fokszamu
tagjainak hanyadosa adja:

54765:24=2281

-48 ] "-,Ill \ .
67 I l\'*.
= 4 8 _,"Il \f}g‘
19 6#[ (egész) hanyados
=19 .
45"
-24 . mara dék

- |2

2
[



Ennek mintajara:

(# + = T2x+180) : (x—3) = X+ 4x - 60

“@=32) ) ) |

4P -mx | W
" ( 45 —12 ?,) ¥ hanyados-polinom
X v
-60x + 180

— (60 x + 130)

0 ——>= maradék

Ezekbdl kovetkezik, hogy x3+x>—72x+180=(x—3)(x>+4x—60) , tehat egy masodfokll egyenletet
kell mar csak megoldani. A végsé gyokok igy: 3, -10 és 6.

e M28: Oldd meg az x3+12x2—108x—1120=0 egyenletet a fenti modszerrel!

Bonyolultabb a helyzet, ha csak annyit tudunk, hogy egyik gyok racionalis - esetleg tobb gyok
nincs is. Legyen példank errea  21x3+5x?—90x+36=0 egyenlet. Ilyen esetben nem hasznélhat6
az M16 allitas. Bar ismert olyan allitas, mely szerint a racionalis gyokok szdmlaldja a konstans
tagnak, a nevezdje pedig a foegyiitthatonak osztoja, de ez egyrészt til sok esetet ad, masrészt
most alkalmat keresiink, hogy az Excel egy 0j lehetdségét ismerhessiik meg. A célértékkeresd
Excel-eszkozt fogjuk hasznalni. A magasabbfokt egyenlet baloldalat ugy irjuk be egyik (pl. a
B2) celldba, hogy az x ismeretlen minden el6forduldsi helyén ugyanarra (pl. a B1) cellara
hivatkozunk. E cellaba barmilyen adatot beirhatunk (akar 7-et is). Ezutan az Eszk6z6k menii
Célértekkeresés mentipontjat valasztjuk. Az 4bra szerint toltjik ki a két cellat és a
parbeszédpanelt:

T -
B2 v f =21*B1/3+5°B1/2-90°B1+36 < — B2-be irt képlet
A B | ¢ |
1 X 7 = tetszdleges szém
2 [21x3 +35x? —90x + 36 6854 ! a képlet értéke
2
x
Célcella: IBZ ]
Célérték: |0
Médosuld cella: |31 B
I QK I Méagse I

Ha az OK gombbal elinditjuk a célértékkeresést, akkor az Excel megprobalja a moédosulod
cellaként megadott cellaban ugy valtoztatni a cella tartalmat, hogy a célcelldban a célérték alljon
a képlet eredményeként. (Ehhez persze az kell, hogy a célcella egy hivatkozast tartalmazzon, a
moédosulo cellara, vagy hogy a beldle indul6 hivatkozési ldncban szerepeljen a modosuld cella.)
Az Excel keresd algoritmusa akkor all le, ha a a célértéket 3 tizedesjegy erejéig kozeliti a
moddosuld cella értéke, vagy ha "reménytelennek itéli" a gép a célérték elérését.

Ha a fenti adatokkal elinditjuk a célértékkeresést, akkor 1,69425492311333 értékkel 4ll le a
gép. Ha 0-val inditjuk, akkor 0,428569468861206 értéket ad. Ha pedig -10 értékkel indul. akkor
-2,36092105953484 érték jon ki. Ez a harom gyok kozelito értéke. Lehet-e koztiik racionalis?



Bemasoltam a C2, D2, E2 cellakba a harom eredményt, majd a harom cellara cellaformézéasként
a szamformatumon beliil a tortformatumot valasztottam harom szamjeggyel:

Eszkozok  Adatok Ablak  Sigd Cellsk formazasa ) 2] ﬂ:be ich

L - - ™ . Y A VA
e A 2 L'l A" Szam | Igazitas | Betditipus I Szegeély | Mintazat I Védeleml

E|= md | 93 o, o009 3% | E 4 Kategdria: ~Minta
Altalanos = | -2 1571435
Szam .|
| C1 | D2 I E3 | Pénznem Tipus: -
% % % Kinyveldi Eqy szamjeaviq (1/4
(25052 0azesee Tgoasa]  [oatum & cxameana 2112 =
qu ) ®:Harom szamieayia (3
-\_\\5 Szazalék Fél(l'l'Z)
i MNegyed (2/4) o
Tudomanyos Myolcad (4/8)
Szdveg Tizenhatod (8/16) =
Kildnleges
Eqyéni :.l
,TI Mégse
[ ¢ B [ E ]
%1 X2 %3

-2 157/435 37 1 302/435
Az eredmény:

A kapott harom tort kozill a 3/7 -rél behelyettesitéssel kideriil, hogy PONTOS gyck. Igy
polinomosztassal adodik a kovetkezd: 21x3+5x2—90x+36=(7x—3)(3x*+2x—12).
Tudjuk, hogy egy szorzat csak ugy lehet nulla, ha valamelyik tényez6 nulla, tehat a masodfoku
tényezd gyokeivel egylitt a harmadfoku egyenlet PONTOS gyokei:

3 -1+4/37 -1-4/37

T3 3

e M29: Oldd meg a 78x3—22x2—211x+120=0 egyenletet a fenti médon, ha tudjuk, hogy
van racionalis gyoke!

« M30: Oldd meg az 55x*+228x3—528x?—583x—756=0 egyenletet a fenti médon, ha tudjuk,
hogy van legalabb két racionalis gyoke!



4. munkalap

A Fibonacci-sorozat és az aranymetszés

A kozépkor egyik legtehetségesebb matematikusa volt Fibonacci (Sziil. Pisa, kb. 1170 — kb.
1250, mas nevein Leonardo di Pisa vagy Leonardo Pisano, Leonardo Bonacci, Leonardo
Fibonacci) olasz matematikus. Liber Abaci cimii konyvében emliti a kovetkezd feladatot:

Nyulakat tenyésztiink a kovetkezo (elméleti) feltételek mellett:
e azelsO honapban egyetlen 0jsziilott nyal-par van;
e az Ujsziilott nyal-parok két honap alatt valnak termékennyé;
e minden termékeny nyul-par minden honapban egy ujabb part sziil;
e ¢s anyulak 6rokké élnek?
Hany par nyulunk lesz n honap mulva?
A havonkénti nyulparok szamat a kovetkez6 sorozat mutatja:

n|T |2 |3 |4 |8[6[7 |88 |70
F.|1|1]2]3[5|8|13|21|34]55

Ezt az {Fn} sorozatot nevezik Fibonacci-féle sorozatnak. A sorozatnak érdekes tulajdonsagai
vannak, a matematika szamos teriiletén felbukkan.

M31a: lgazoljuk, hogy a fenti Fibonnacci-féle %
feladat megoldasa olyan Fy sorozat, melyet az
Fnr1=Fn+Fn.1képlet jellemez!

M31b: Hanyféleképpen mehetiink fel egy 10
lépcsofokbdl allo lépcson, ha egy lépésre egy vagy
ketto lépcsofokot léphetiink?

M32: Szamoljuk ki és abrazoljuk a Fibonacci-

sorozat elemeit tabldzatkezeld segitségével! Irassuk

ki és abrazoltassuk a sorozat elsé n elemének i
osszegét és reciprok-osszegét!

M33a: Tekintsiink egynél nagyobb n és k egészeket, §<
készitsiink egy n*k méretii téglalapot, melynek a bal
also sarkabol kivagunk egy [*1-es négyzetet.
Vagjuk le a téglalapbol a leheto legnagyobb
négyzetet a jobb felsé saroktol kezdve! (Lasd az
abrat!) Ezutan ujra ugyanilyen modon vagunk a 1
maradék téglalapbol, addig folytatjiuk, amig a 1 |_
"csonka” téglalapot fel nem daraboltuk négyzetekre.

Mely n és k értékek esetén keletkeznek csupa kiilonbozo négyzetek?

M33b: Az iménti feladat eredményét felhasznalva irjuk fel képletet az F1?+Fo?+...4+Fp?
osszegre!

Sorozatokkal kapcsolatos (igy a Fibonacci-sorozattal kapcsolatos) allitdsok igazolasahoz is
hasznos segitség a teljes indukcié modszere. E modszert tobbnyire a pozitiv egész szamok
halmazéanak egy végtelen részhalmazara tett allitasok igazoldsara hasznaljak.

A Fibonacci-szamokat vizsgalva példaul megfigyelhetjiik, hogy:
1=2-1
1+1=3-1



1+1+2 =5-1

1+1+2+43 =8-1

1+1+2+3+5=13-1

1+1+2+43+5+8 = 21-1
Megfogalmazodik az a sejtésiink, hogy
Fi+Fo+...+Fn = Frio—1

Bemutatjuk, hogyan lehet ezt teljes indukcioval belatni. Az n=1; 2; 3; 4; 5; 6 esetekre fentebb
megvizsgaltuk, hogy igaz az allitas.

Tételezziik fel, hogy n=k értékig mar igazoltuk a sejtést, és igaznak bizonyult. Ez azt jelenti,
hogy Fi+Fat+...+Fk = Frs2—1 teljesiil, ha n=1; 2; 3; ..k

Ezutan e feltétel (indukciods feltevés) felhasznalasaval igazoljuk, hogy k+1 esetén is teljesiil az
allitas:

FitFot+.. ARt Fra=(FitFot... +Fe) +Fre1=(Freo— 1) HFie 1= (Fre1t Fre2) - 1=Fraz—1

Tehat ha valamely n szamra teljesiil az allitas, akkor ebbdl kovetkezik, hogy az n+1-re is igaz.
E "bizonyitas-vaz" barmely n-re elmondhato, s gy miikodik, mint egy gép:

Teljes indukcio
miikodése ( n=] esetén igaz az éllitésj

\

(n=}c eseten igaz az allitas

‘Ind kolés 1 és\ \
- miee ijra és ura "bedobuk”!
s \l/\

(n=ﬁ‘c+l esetén 1gaz az éllités)

A Fibonacci- sorozat esetében minden elemet két megeléz6 hataroz meg, ezért szamithatunk
ra, hogy bonyolultabb allitasok igazolasahoz esetleg vissza kell menni még egy 1épéssel a k-1.
elemig. A masodik gép azt mutatja, hogyan megy a bizonyitas "dupla" indukcioval.



Dupla indukcio

?? 1 esetén 1gaz az alhtas) [ =2 esetén igaz az é]ﬁtésj

/ﬁ/

(}g'—‘k—] eseten 1gaz az alhtas) (}g—k esetén 19az az alhtasj

Ve g

\

\

Indukclés 16pés
Ujra és tijra "bedobjulk"!

/\L\ //

‘ & ER \ —'f’f
[m=k+l eseten 1gaz az allitas )”’

Erre a dupla indukcidra latunk egy példat egy mellékletben a kdvetkezd helyen.

M34: Igazoljuk a kévetkezé allitast teljes indukcioval: Fn|F2n
M35: Igazoljuk a kovetkezd dllitast teljes indukciéval: Fn?+Fns1°=Fan+1

Felvetddik a kérdés, hogy 1étezik-e olyan képlet, mellyel az n ismeretében a Fibonacci-sorozat
n. elemét kozvetleniil kiszamithatjuk, azaz "megspoérolhatjuk"-e valahogyan az sszes el6z6
elemek kiszamitasat?

Ha az M35-ben szerepld képlet alapjan dolgozunk, akkor kihagyhatunk elemeket, de igy is ki
kell szamolni néhany elemet, s sok ligyeskedésre is sziikség van.

M36: Szamitsuk ki az M35 képletének felhasznalasaval, minél kevesebb kozbiilsé elem
kiszamitasaval az Fog értékét! (Az elso 10 elem értékét fentebb megadtuk.)

Az M32 feladatot megoldva exponencialis fiiggvényhez hasonld grafikont kaphattunk.
Lehetséges, hogy a keresett képlet egy exponencialis fliggvény szabalya? Ha ez igaz lenne,
akkor az n. elem n-edik gyoke mindig ugyanaz a szam lenne - az exponencialis fliiggvény alapja.

Ha az Excellel kifratjuk a {5,y = \nr Fy,  sorozat értékeit, latjuk, hogy ez csupa kiilonbdzo

eredményeket ad, de az n-et novelve egyre kozelitenek egy értékhez.
Lehet, hogy az exponencialis fliggvény egy konstanssal van szorozva, azaz egy mértani
sorozatrol van sz6? Ez esetben két-két szomszédos elem hanyadosa mindig megegyezne, s a
kvdciens () értékét adna.

F

n+l

Ha az Excellel kiiratjuk a H, = . sorozat értékeit, latjuk, hogy ez is csupa kiilonb6z6
H

eredményeket ad, de az n-et ndvelve sokkal gyorsabban kozelitenek egy szamhoz - ugyanahhoz
az értékhez, mint az elébb!

Ezek szerint a Fibonacci-sorozat "kevéssé" tér el egy mértani sorozattol, melynek q hanyadosa
koriilbelil 1,618.


http://slc.pszk.nyme.hu/mod/resource/view.php?id=108

Ha a sorozat elemeit Fn=p.q" alakban szeretnénk kozeliteni, ez lehetséges az el6z6ek alapjan,
¢s p értéke is nagy pontossaggal meghatarozhato.

M37a: Veégezziik el az Excellel a most leirt harom kozelitest, adjuk meg az Excel pontossagaval
q és p ertékét megfeleloen sok sorozatelem alapjan! Hany elem kell ehhez? Mellékeljiik a
megfeleld Excel tablazatot!

M37b: Szamitsuk ki a fenti p és q értékkel a p.Q" sorozat elemeit! Kerekitsiik az elemeket
egészre! Melyik elemtdl kezdve ad pontatlan értéket a Fibonacci-sorozat elemeire? Mellékeljiik
a megfelelo Excel tabldzatot! Lehet a hiba oka az Excel pontatlansaga?

Forditsuk meg a kérdést! Ha egy {an} sorozat p.q" alaku, teljestilhet ra az Fn+1=Fn+Fn.1 képlet?
(Nevezziik el ezt a képletet Fibonacci-féle rekurzionak!)

Ez a kdvetkezd egyenléséget adja: p-q"' =p-q"+p-q"*

Osszuk el mindkét oldalt p.q™' -nel! g-ra nézve masodfoku egyenldséget kapunk: ¢?=q+1.

Két megoldésa van:
15 1-4/5

M38a: Mutassuk meg, hogy minden a, =x-q," +Yy-q," alakii sorozatra teljesiil a Fibonacci-

féle rekurzio (@hol x és y tetszéleges valos szamok)!

M38b: Keressiik meg azt az x és y értéket, melyre teljesiil, hogy az M38a-ban szereplé sorozatra
ar=1 és ax=1!

Az M38a-ban igazolt tulajdonsag miatt az M38b-ben talalt sorozat azonos a Fibonacci-féle
sorozattal, hiszen az elsé két elem megegyezik, s a rekurzidé szerint minden elemet az el6z0
kettébdl ugyanaz a képlet szamitja.

1
A fentebb megtalalt ¢; = szamnak tobb érdekes tulajdonsaga van. Ha az alabbi 4bra

2
. 1+5 . . . o s
szerint egy — hosszusagi AB szakasz mellé tesziink egy egységnyi hosszisaga BC
szakaszt, akkor a nagyobbik szakasz annyiszorosa a kisebbiknek, mint ahanyszorosa az

A B C :
; i AB _ AC

1++/5 { Bl A
2

egyiittes AC szakasz a nagyobbiknak. Ezt mar az okorban tudtdk, s azt mondtak, hogy ebben
az esetben az AC szakasz B osztopontja az aranymetszési pontjaban van.
Egy AC szakasz ilyen aranyu felosztasat az 0kor o6ta harmonikus, esztétikai értékeket hordozé
tokéletes aranyként tartjak szamon. Ez az arany az allat- és novényvilagban is szamos formaban
megjelenik. Sok miivész tudatosan alkalmazza az irodalom és a zene teriiletén is, bizonyitott
tény, hogy tobb zenemi, koltemény aranymetszési pontjdban van a mi fordulopontja.
Talalkozhatunk vele a geometria teriiletén beliil is, példaul a szabdlyos Otszogben.



M39: (kutatomunka) Gyiijts torténeti anyagot az aranymetszeésrol! Hol jelenik meg az egyes
tudomanyokban, a miivészetekben, a természetben?

M40: 1gazold a Fibonacci-sorozat M38b-ben megtalalt zart képlete alapjan, hogy a Fibonacci-
féle szamok megkaphatok ugy, ha egészre kerekitjiik a kdvetkezd sorozat elemeit:

145
~ ( +2 )H
dn T —
V3

Az eddigiek alapjan megallapithatjuk, hogy a Fibonacci-sorozat szomszédos elemeinek
hanyadosai egyre pontosabban kozelitik az aranymetszés szamat. Ha tehat példaul olyan verset
szeretnénk irni, melynek fordulépontja a vers aranymetszési pontjaban van, akkor ezt kdnnyen
megtehetjiik, ha ugy intézziik, hogy a vers fordulopontja eldtti és utani sorainak szdma két
szomszédos (lehetdleg nagy) Fibonacci-szam legyen.

Sok sikert hozza!

Kapcsoldodo linkek:

Fibonaccirdl

Erdekességek a Fibonacci-sorozatrol



https://hu.wikipedia.org/wiki/Fibonacci
http://index.hu/tudomany/fib0407/

5. munkalap
Epitsiink hazat!

Biztosan jatszottdl mar olyan jatékszoftverrel, amelyben
térbeli testek kozott mozoghattal, szobakban, épliletek kdzott
jarkalhattal, s a képernyd "valosdgosan" mutatta, mit latsz
éppen. Hogyan lehet egy térbeli alakzat képét sikban
megjeleniteni, kirajzolni, hogy az "élethii" legyen? Errdl szol
ez a munkalap. (Megértéséhez a sikbeli koordinatarendszer
ismeretére €s a vektorok alapvetd ismeretére van sziikség.)

Az ¢élethli abrazolas jelentse most azt, hogy olyan képet ad
egy testrdl, mint amit a szemed alkot rola. A fényképezdgép
alkotta sikbeli kép is azért ¢élethli, mert a szem képalkotéasat
utanozza. Ennek modellezéséhez tehat eldszor tehat a szem (a
fényképezdgép, a tikrok, stb) képalkotdsaval érdemes
megismerkedni.

Errdl sz61 a Fizika tehetséggondozas masodik feladatlapja.

Hogyan keletkezik a kép a szemiinkben? Tekinthetjiik gy, mintha minden térbeli P pontot
egy vaszonra vagy a szem esetében a retindra vetitenénk - matematikai értelmezéssel egy S
sikra vetitiink, a szemlencse F fokuszpontjan és a P ponton atmend egyenessel. Egy P pont képe
tehat ugy keletkezik az adott S sikon, hogy a rogzitett F ponton atmend PF egyenesnek tekintjiik
az S sikkal valé doféspontjat, ez a P pont P' képe.
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Az abran egy P, egy Q ¢és egy T pont vetitett képét lathatjuk. Ha e pontokbol érkezd
fénysugarak az F ponton athaladnak, akkor az Si-gyel jelzett sikon keletkezik a képiik: P', Q' és
T'. (F modellezheti itt a szemlencse fokuszpontjat, S1 modellezheti a retinat a szemben). Az S
sikon forditott allasu képet kapunk. Az dbran szemléletesen is megjelenik, hogy helyet cserél
példaul a "fent" és a "lent". Ha azt az S» sikot tekintjiik, mely Si-gyel parhuzamos, és F-t6l
ugyanolyan tavolsagra van F "taloldalan" (vagyis e sik S1-nek F-re vonatkozo tiikorképe), akkor
az ¢ sikon kapott kép azonos (azaz egybevagd) az Si-en keletkezd képpel, de "egyallasu" az
eredetijével. Az abran a P, Q és T pont esetén ha a pontokbdl érkezd fénysugarak az F ponton
athaladnak, akkor az Sp-vel jelzett sikon a P", Q" és T" képiik keletkezik. Ez a sik lesz megfeleld
szamunkra, hogy térbeli targyak sikbeli képeit megadjuk. (Az agyunk a retindra —azaz az Si
sikra - vetitett "forditott allasu" képet tigy alakitja at, mintha az S; sikon kapott, "eredetivel
egyallasu" kép lenne.)

Megfigyelhet az dbran az is, hogy P és T pontok képe egybeesik, mert F rajta van a PT
egyenesen.

A kovetkezé feladatoknal az S» sikra torténd vetitésre tesziink fel kerdeéseket:

M4l1a: Igazoljuk, hogy a most megadott transzformdcio egyenestarto, azaz hdrom egy
egyenesre esé pont képe mindig egy egyenesre esik!

M41b: Igaz-e tetszéleges pozitiv p érték esetén, hogy van olyan szakasz, melyre igaz, hogy
képének hossza p-szerese az eredeti szakaszhossznak?
. A . . AB A'B'
M42a: Igazoljuk, hogy a most megadott transzformacio nem aranytarto, azaz o) = oD
nem teljesiil barmely A,B,C,D pont esetén!
M42b: Adjuk meg olyan feltételt az A, B, C, D pontokra, melynek teljesiilése esetén
AB AB . . .
—— = —— mindig igaz!
Ch C'D'
M43a: Adjunk meg olyan térbeli haromszoget, mely feleakkora teriiletii, mint a képe!
M43b: Adjunk meg olyan térbeli haromszéget, mely kétszer akkora Keriiletii, mint a képe!

Vannak olyan pontok is, melyeknek nincs képiik, ezekrdl késobb esik sz6. A most targyalt
transzformaciot a geometriaban centralis projekcionak nevezik, de nevezhetjiik magyarul akar
»ponton 4t sikra vetitésnek” is.

A megfeleld transzformécido tehat
megvan, de hogyan lehet térbeli pontokat
egy szamitogépnek megadni? A
legegyszeriibb:  térbeli  koordinata- 4
rendszerrel. Az ltalanos iskolaban tanult P(5,4.2)
sikbeli  xy-  koordinata-rendszerhez
vegylink fel egy harmadik tengelyt,
vagyis egy "z" szamegyenest, mely az Xy
sikra merdleges, ugyanolyan skalazasu,
mint a két eddigi tengely (ugyanakkora
rajta az egység), s athalad az origdn. Egy
térbeli P pontbol mindharom tengelyre
merdlegest bocsatunk a térben, a
merblegesek talppontjai (a2  harom




szamegyenesen ezek szamok) adjak (X; y; z) sorrendben a P pont harom koordinatajat. Ezek
ugyanazok a szamok lesznek, mintha a P pont yz, Xz és xy siktol vett eldjeles tavolsagat
tekintenénk (Lasd az abrat).

Hogyan lehet térbeli koordindtdkkal szdmolni?

Szeretnénk egyenesekkel, sikokkal dolgozni, szeretnénk eltolast és elforgatast végezni. A
legegyszeriibben helyvektorokkal lehet szamolni. A helyvektorok origd kezdépontt vektorok,
tehat elég a végpontjuk harom koordinatdjat megadni, ha jellemezni akarjuk 6ket. Példaul az
abran lathat6 P pontba mutat6 helyvektor: v(5; 4; 2)

Ha egy pontot egy vektorral eltolunk, akkor koordinatdnként 6ssze kell adnunk a pont és a
vektor koordinatait. Példaul, ha az abran lathat6 P pontot eltoljuk a w(3; 10; —8) vektorral. akkor
a P'(8; 14; —6) pontot kapjuk.

Két pontot 0sszekotd "szabad" vektort igy kaphatjuk meg helyvektorként, hogy a vektor
végpontjanak koordinataibol kivonjuk a kezdépont koordinatait. Példaul az A(3; 7; 11) és a

B(10; —1; 6) pontok esetében E‘E u(7;-8;-5).

Egy vektor ,,szdmszorosat” ugy kaphatjuk meg, hogy a vektor mindharom koordinatajat
megszorozzuk az adott szammal. Példaul a v(8; —4; 5) vektor masfélszerese (azaz 1,5-szerese)
a v’(12; -6; 7,5) vektor. Ez v-vel egy egyenesbe es6 helyvektor, de a hossza masfélszerese az
eredeti vektorénak. A szorzoszam lehet negativ is, ekkor a kapott vektor hossza ugyanugy
valtozik, mint pozitiv lenne szorzoészam esetében, de a kapott vektor az eredetivel ellentétes
iranyba mutat. Ha a szorzészam 0, akkor a végeredmény v’(0; 0; 0) i), azaz nullvektor.

Ha egy térbeli vektor hosszat akarjuk meghatarozni, példaul az OF (5; 4; 2) vektorét, akkor

Az

P(5:4;2)

az abran lathatdé OSR térbeli derékszogli haromszogbdl kiszamolhatjuk Pitagorasz tételével,
hogy 0S=~/5% +4% | majd az OSP térbeli derékszogii haromszogbél kiszamolhatjuk Pitagorasz

tételével, hogy OP=+0S? + 22 = /5% + 42 + 22 = /45 egység. Altalanossigban mondhatjuk,
hogy egy vektor hosszat megkapjuk, ha harom koordinatdjanak négyzetdsszegébdl gyokot




vonunk. Ez negativ koordinatak esetén is igaz, hiszen a haromszogek oldalai pozitiv szamok,
¢s egy szamnak ¢€s az ellentettjének ugyanaz a négyzete. Konnyl kiegésziteni az okoskodast
arra az esetre is, ha a vektornak van 0 koordinatdja, a képlet akkor is helyes.

Ha két pont kozti szabad vektorbol helyvektort készitiink, majd a kapott vektor hosszat
kiszamitjuk, megkapjuk az eredeti két pont tavolsagat.

A kovetkez6 allitas is érdekes: Ha a(x,;V,;z,) ¢és b(X,;V,;z,) vektorok egyike sem
nullvektor, akkor merdlegességiik  sziikséges ¢és  elégséges  feltétele, hogy
X Xo + YaYp + 2,2, =0 legyen. A bizonyitas a mellékletek kozott megtalalhato — aki vektorok

skalaris szorzatdnak fogalmat ismeri, annak szamara persze ismert ez az allitas.

M44a: igazoljuk az eddigiek alapjan: Ha egy S sikra az ng(A;B;C) (nem null-)vektor

merdleges, és a sik egy pontja a Py (Xo; Yo; Zo) , akkor a tér P(x, y, z) pontjai kéziil pontosan azok
vannak az S sikon, melyekre igaz az AX+ By +Cz = AX, + By, +Cz, egyenldség. (1)

M44b: Az eddigiek és az M44a alapjan irjuk fel annak a siknak az egyenletét, mely dathalad
a kovetkezo harom ponton: A(10; 20, 0), B(11; 7, 5) és C(20,;2;2)

Az M44a-ban szerepld egyenlGséget az S sik egyenletének nevezzik, az ns vektort pedig a
sik (egy) normalvektoranak. Ha a sik egyenletében A=0, akkor a sik parhuzamos® az x
tengellyel, ha B=0, akkor a sik parhuzamos az y tengellyel, ha C=0, akkor a sik parhuzamos a
z tengellyel. Ez abbol adodik, hogy a leirt harom esetben az ns vektor merdleges egy megfeleld
koordinatatengelyre.

Ha egy P(X, y, z) pont koordinatai két nem parhuzamos sik egyenletét egyszerre teljesitik,
akkor rajta van a sikok metszésvonalan. Igy felirhatjuk egy e egyenes egyenletrendszerét, ha
két e-t tartalmazo sik egyenletét felirjuk.

Van egyszeriibb modszer is. Legyen egy e egyenes egy pontja Po (Xo; Yo; Z0) és V., (F;G; H)

(nem null-)vektor parhuzamos az e egyenessel (iranyvektora e-nek)! Ekkor az egyenes barmely
P(x; y; z) pontjanak harom koordinatajat megkaphatjuk, ha P, pontot eltoljuk a ve vektor
,»valahanyszorosaval”. Jeloljiik ezt a szorzészamot t-vel! Tehat az egyenesen levé P pontok
harom koordinatdjat a kovetkezd képletek adjak:

X=Ft+X,
y=Gt+y, (rn
z=Ht+z,

Ha t értékét tetszolegesen valtoztatjuk, akkor a kapott X, y és z értékek mindig az e egyenes
egy-egy pontjanak harom koordinatajat adjak. A fenti hdrom Gsszekapcsolt egyenldséget az
egyenes egyenletrendszerének nevezziik. Konnyii belatni, hogy az egyenes 6sszes pontja eldall
a t érték megfeleld megvalasztasaval, t=0 esetén pedig épp a P, pontot kapjuk (mert
nullvektorral toltuk el).

Keressilk meg példaul az A(2; 5; 8) és B(10; —1; 6) pontokon atmend egyenes

—
egyenletrendszerét. ABR helyvektorként felirva az egyenes egy irdnyvektora lesz: v, (8—6;—2)

Az egyenesen levé P, pont legyen az A pont (lehetne ez akar a B is). Igy az egyenes
egyenletrendszere:

X=8t+2
y=-6t+5
z=-2t+8

L A ,,parhuzamos” sz6 ez esetben azt is jelentheti, hogy a sik tartalmazza a megfelel tengelyt.



Ha példaul t értékét 5-nek valasztjuk, akkor x = 42; y = -25; z = -2, vagyis az e egyenesnek
egy pontja Q(42; -25; -2).

A fenti egyenletrendszer mindharom egyenletébdl kifejezhetjiik t értékét, s egyenlové
tehetjik egymassal a kapott képleteket: ng = y_65 _ L _28 (= t) Az egyenes
egyenletrendszerét ilyen alakban is meg szoktak adni. Ehhez persze az sziikséges, hogy az
iranyvektor egyik koordindtdja se legyen O (mivel ezek a koordinatak keriiltek a harom

nevezdbe).

M45: Allapitsd meg a sik egyenlete és az egyenes egyenletrendszere segitségével
kétféleképpen is, hogy egy sikba esik-e a kovetkezé négy pont: A(5; 1;-5), B(7; 6; -8), C(1;
3;2),D(-3;17; 10)

M46: Keresd meg a fenti egyenes kovetkezo tulajdonsagu pontjait:

a) Rajta vannak az xy sikon
b) Az A4 ponttol négyszer olyan tavol vannak, mint a B ponttol

C) Az origotol \1237 egységnyi tavolsagra vannak
d) Az egyenesen levé pontok koziil az origohoz legkozelebbi pont

MAT: Egy siknak tobb (1) alaku egyenlete, egy egyenesnek tobb (1) alakii egyenletrendszere
van. Add meg, hogy egy sikegyenletbdl illetve egyenes-egyenletrendszerbol hogyan kaphato
meg az osszes tobbi!

Most mar eleget tudunk ahhoz, hogy kiszadmithassuk térbeli pontok sikbeli képét. Valasszunk
egy sikot, amelyre vetitiink és valasszunk egy pontot, melyen keresztiil vetitiink!

Legyen az S sik egyenlete 3x-5y+2z =43 | a ,vetitési” pont pedig az F(4; 1; —2) pont.
Hatarozzuk meg a P(7; 2; 6) pont Veti_tftt képét az S sikon! Ehhez az FP egyenes és az S sik

doféspontjat kell meghatarozni. Az FP vektor az egyenes iranyvektora: v ¢(3; 1; 8) Az FP
egyenes egyenletrendszere:

x=3t+4
y=t+1
2=8t-2

A doféspont harom koordinataja teljesiti az egyenes egyenletét, tehat oda beirva igaz
egyenléséget ad: 3(3t+4)-5(t+1)+2(8t —2)=43. Ezt megoldva t=2 adodik, tehat az
egyenes egyenletrendszerébe visszahelyettesitve P’(8; 3; 14) a vetiileti pont.

Az egyszerliség kedvéért valaszthatjuk S siknak a z=1 egyenletli sikot és F pontnak az
origot. Ekkor a kapott képpontok X és y koordinatait rogton meg is jelenithetjiik egy sikbeli
koordinata-rendszerben, s az a helyes latott képet fogja adni. Excelben elkészitettem egy olyan
munkalapot, melynek térbeli pontokat lehet koordinatadkkal megadni, az Excel kiszamolja a
vetiileti pontok koordinatait, s a ,,Pont(XY)” grafikontipus segitségével ,,drotvazas” test
képeként kirajzolja azt.

Arra kellett tigyelni, hogy az egymads utan kovetkezd pontokat sorban koti 6ssze az Excel
szakaszokkal, azok x és y koordinataibol allo cellaparokat kell megadni. A munkalaphoz tartozo
Excel segédfajl bemutatja a Pont(xy) grafikon hasznalatat.

MA48a: Készits egy ilyen Excel munkalapot valamely egyszerii testrol!

M48b: A fentickben szerepelt, hogy bizonyos térbeli pontoknak nincs sikbeli vetitett kepiik.
Melyek ezek?



M49: Abrizoltasd a P(10; 10; —10) és a Q(10; 10; 10) pontokat ésszekitd szakasz képét az
Excellel! Tapasztalatod alapjan javits a munkalapod képletein ugy, hogy ne fordulhasson elo
ilyen abrdzolas! (,, Rossz” helyen levd pontok esetében ne dbrazolja a gép a megfelel6 pontokat,
hasznald a HA() fiiggvényt!)

M50: Készits olyan Excel tablazatot mely oOsszetettebb alakzat sikbeli képét mutatja! A
tablazatot kiegészitheted plusz szolgaltatasokkal is (eltolas, esetleg elforgatas lehetosége).

pontok

-

—_

-
MO~ —= 00 —=00OnN0~—=0 &0 =

eltolas: Vektor 20 0 20

Xy z  EltolX EltolY EltolZ képx

20 10| 50 40 10 70

épy
0571 0,143
0,357 0,143
0313 0,125
0,500 0,125
0571 0,143
0571 0,286
0,429 0,286
0,429 0,143
0,375 0,125
0,375 0,250
0,500 0,250
0467 0333
0,429 0,286
0375 0,250
0,467 0,333
0571 0,286
0,500 0,250
0,500 0,125

képxy

0,350

0,300 +

0,250 A

0,200 A

0,150 A

0,100 -

0,050 -

0,000

Rajzterilet

0,000

0,100

0,200

0,300 0400 0500 0800

Az abran egyszerll haz lathatdé egy labtorldvel. Mintha fénykép lenne! A kész rajzon
megfigyelhetd, hogy az z tengely irdnyaba esd parhuzamosok ,,6sszetartanak™, az X tengely és
y tengely irdnyaba esd parhuzamosok pedig nem. Hogy miért? Erdemes elgondolkodni rajta,

bar tulmutat e munkalap keretein...




